CAPITULO 2. CONJUNTOS
Seja f : A — A uma fungao injetora tal que f(A) # A. Tomando
r € A— f(A). mostre que z, f(z). f(f(r)), ... sdo distintos aos pares.

Seja f : A — A uma fungdo injetora. com A um conjunto finito. Mostre

que f é sobrejetora.

'SPOSTAS E/OU SOLUCOES
S ECAQO 2.2

Pelo item (a), obtemos A U B € X. Por outro lado. pondo Y = AU B,
temos, pelo item (2) do Teorema 2.3. que ACY e BCY. Assim, pelo
item (b), obtemos X C Y = AU B. Portanto. X=AUB.

Sejam A, B subconjuntos de U” e X um subconjunto de U com as
seguintes propriedades:

(a) X T AeXCB.
(b) SeY T AeY C B,entao Y C X. para todo Y C U.
Mostre que X = AN B. Agora, faca a prova.
. Vamos provar apenas o item (a).

Vrr € AUC=r<cAouzcC
= z€BoureD=1reBUD).
Portanto. (AU C') C (BU D).

. Vamos provar apenas o item ().
Vrr € AN(B-C)szrecAexec(B-C)

< reAereBerédC
< r€ANBexré ANC

& re(ANB)—(CNA).
Portanto, AN(B—-C)=(ANB)—(CNA).
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CAPITULO 2. CONJUN1US

r < 0= —-1>0
= f(z) = f(-1-(=2)) = f(-1)(=z) = = f()(-2z) = z.
ortanto. f(r) = r, para todo x € Z, isto é, f = Iz.

elo Exercicio anterior, obtemos f = 0 ou f(z) = z, para todo = € Z.
\gora, dado y € Z. com y # 0, obtemos

tn=s(o ) s () ()}

Finalmente, dado r = iy € Q, com y # 0, obtemos

= (5) a1 ()5

Portanto. f = Ig.

Como [ € injetora temos, pelo Exemplo 2.25, que

F(A = F(A)) = F(A) - f(F(A) #0 = f(F(A) # f(A).

Portanto.

. f(x). f(f(x)), .

sao distintos aos pares.

0. Se f(A) # A. entdo pelo Exercicio anterior A seria um conjunto infinito.

Capitulo 3

-

CONJUNTOS
PARCIALME
ORDENADO-

BB R e ee——
TMCECETOS OF prodseTnes @ SEe
TEmchT OF OPOETD CORIVIRESE TR
TITTTLES. meae © INSTIY Seemees

72 Vimos que a ideia 1
== =znificativa para qualquer
=cim1lo. porém. estaremos i
c=-almente ordenados e suas
Da mesma forma que o
~=ra todos os conceitos nos cur
“=rcialmente ordenados pode se
~=_zgem em diversas situacoes-m
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. Suponhamos que exista uma fungao h : C — B tal que f = goh. Entao

Vyly € Im(f) =3 r € C tal que y = f(z)
= JrecC talque y=(goh)(z) = (z.y) €Egoh
= 3:eC talque (r.z)Ehe(z.y) €y
= yelm(g)]
Reciprocamente, a fungdo h : C' — B definida como h(z) = g 1 f(z))
tem as propriedades desejadas. pois para qualquer x € C', obtemos
f(z) = Li(f(@) = (gog ) (f(z)) = g(g™" o f)(x) = (g o h)(x)-

Seja hy : C' — B outra fun¢ao com a mesma propriedade de h. Entao

hl = IBOhl=(g_109)0h1=9—1°(9°h1)
1.z —,lolgoh)=(gtog)oh=1Ipoh
= h.

. Primeiro note que

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = f(0) =0

0=£(0)=f(1+(-1))=F1)+f(=1) = f(-1) = —f(2).
Segundo
f) = fA-1)=f(1)-f(1)
= f(1)-(f(1)-1)=0
= f(1)=0ou f(1) =1
Se f(1) = 0, entdo f(z) = f(z-1) = f(z)- f(1) = 0. para todo = € Z,

isto 6, f = 0. Agora. se f(1) = 1, entdo. pela Lei da Tricotomia, dado
z€Z. x<0ouz=0ouz>0 Assim

>0=flx)=fl+1+-+1)=zf(l)=7
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(¢ = a) Suponhamos, por absurdo, que f ndo seja injetora. Entdo, pelo
Exemplo 2.25. existe X C A tal que

f(4) - f(X) C f(A-X).
Como f(A) C B temos que
f(A) - f(X) € B-f(X)
(prove isto!). Portanto,
f(A=X) ¢ B— f(X),
o que é uma contradigao.

24. Vamos provar apenas o item (a).

v (z.y) (z.y) € (gof)‘X@(%y)erfewex _
o Istalque (r.2)€fe(zycgexeX '

= I
o 3 :talque ((z,2)efe reX)e(zy €y
& (r.y)ego(fIx)] T Fomers mee g
Portanto, (go f) |x=go (f |x)- Ff—=
25. Suponhamos que exista uma fungao h:B — C tal que f = hog. Entao e
0= 7F l:l — “' 1
g(x) = g(y) = f(x) = h(g(x) = h(g(¥)) = fy), ¥ ©.y € A. .
Segundo
Reciprocamente, seja ¢ € C fixado. Entdo a funcéo h : B — C definida
f(1)

como

hy) = { fla). se y=g() |

c, sey#g(@)

i j i 1 € A, obtemos
tem as propriedades desejadas, pois para quaiquer Se f(1) = 0, entéo £(2)

f(a) = h(y) = h(g(x)) = (o g)(x). isto &, f = 0. Agora. se
~ r€Z,r<0ouzx=0m
Seja hy : B — C outra funcao com a mesma propriedade de h. Entao,

nelo Fxercicio 20. h = hi. t>0= f(l
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Yo # f(z). para todo r € A. Para qualquer b € B fixado. com b # yp,
consideremos a fungéo g : B — B definida como

g(y)z{:- se y # yo
- Se Y=Yy

e seja h = Iz. Entao
f(@)=(g90f)(z) e f(z) = (ho f)(z). ¥V z € A4,

isto é, go f=ho f. Logo. g = h. 0 que é uma contradicao.

(c = a) Pondo X = A, obtemos
B-f(A)C f(A-A) = f(0)=0.
Assim, f(A) = B. ou seja. f é sobrejetora.

. (a=b) Dado r € C,

(fog)(x) = (foh)(z) = f(h(z)
= g(x) = h(x).

f(g(z))

Portanto, g = h.

(b = ¢) Suponhamos, por absurdo, que exista X C A tal que f(A—X) ¢
B — f(X), isto é. existe yy € f(A — X) tal que yo € B — f(X). Entdo
existem a € A — X e 1o € X tais que f(a) = yo = f(zy). Consideremos

a func¢ao h : A — A definida como

r. sex€A—{axo}
h(x)=<X zp, se z=a
a. se r=uIg

e seja g = [4. Entao

f@)=(fog)(x) e f(x)=(f=h)(x). V recA

istoé. foo= foh. Logo. 0 —h. o aue 4 numa contradicao.
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ou eacja, ce y > 0, entdo existe

r=—2 _cr

1—y?
tal que y = f(x). A possibilidade y < 0 é tratada de modo inteiramente

andlogo. Portanto, f é bijetora. Note que

lim f(r)=-1e lim f(r)=1.

T——00 Tr—+00

Finalmente. é fécil verificar que a funcdo g : I — R definida como

I
g('T) = m

é a inversa de f.
. Basta considerar f = Ip.

. Suponhamos. por absurdo. que g # h. Entao existe o € A tal que

9(zo) # h(zo). Consideremos a funcio f : B — {g(x0), h(xo)} definida
como

_ ) h(xo). se y € B~ {h(x)}
F) { g(z0). se y = h(xg).

Entao
(f 2 9)(x0) = h(xo) e (f o h)(xo) = g(xo) = (f o g)(w0) # (f o h)(wo),

0 que é uma contradicio.
.. (a = b) Dado r € B, existe a € A tal que = = f(a). Logo,

9(x) = 9(f(@)) = (g0 )(x) = (ho f)(z) = h(f(a)) = h(z).
Portanto, g = h.

(b = ¢) Suponhamos, por absurdo, que exista X C A tal que B— f(X) ¢
(A= X), isto ¢, existe yy € B — f(X) tal que yn & f(A— X). Entdo




e e —
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é uma partigao de N. Assim. basta considerar a fungdo g, : N — N

(n) = 2n—1. se 1 <n<k
= 2n. se n>k.

onde k € N ¢é arbitrério (infinitas possibilidades). Se existissem inversa
a esquerda, entdo f seria injetora. o que é impossivel.

definida como

. Vamos provar apenas o item (c). Dados r.y € R, se f(z) = f(y), entdo

T o Yy
V1422 \/1+y2.

Como os denominadores destas fracoes sio positivos temos as seguintes
possibilidades: 7 =y =0ouzr >0ey>00our<0ey<0. A primeira

possibilidade é clara. Se 2 > (e y > 0. entao

SR S Ty i iy
=2 ie@ Vit Jirgd (1Y

Logo. elevando ao quadrado ambos os membros, obtemos
2y
1+2  1+y?

= c=lz|=Va2= =yl =y

A possibilidade = < 0 e y < 0 é tratada de modo inteiramente andlogo.
Portanto, = y, ou s<ia. f é injetora. Para provar que f é sobrejetora,
dado y € I. devemos resolver a equacdo y = f(r) para obter x como
funcdo de y. Para isso. devemos considerar as seguintes possibilidades:
y=0ouy>0ouy<0. Sey=0, entao existe r = 0 € R tal que

0= f(0). Sey>0,entac r >0e

= 2=y’

- T - 2
y Vitaz Vi-z?
2
T
= y2— 5
1+
= r = y
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Suponhamos que f : A — B seja injetora. Entao, pelo Coroldrio 3.53,
f A — C éuma funcdo bijetora. onde C' = Im(f) C B. Assim,
f:C — Aéumafungio. Sejaa € A fixado. Entdo afungiog: B — A

definida como
) Yy). seyeC
9v) { a. se y ¢ C,

tem as propriedades desejadas, pois para qualquer T € A, obtemos
(go (@) = g(f(x) = [ (f(2) = v = La).

6. Pelo Exercicio anterior, basta considerar a fungao gx : N — N definida

COmo
n—1 sen>1
gr(n) = {

k. se n=1,

onde k € N é arbitrério (infinitas possibilidades). Se existissem inversa
a direita, entdo f seria sobrejetora. o que é impossivel.

17. Suponhamos que f : A — B seja sobrejetora, entao f~Hy) # 0, para
todo y € B = Im(f). Assim, pelo Exercicio 11,

{f_l(y)}yEB
¢ uma particao de A. Logo. para qualquer y € B, podemos escolher um
r=z(y) € fy) A

Entdo a funcdo g: B — A definida como g(y) = = tem as propriedades
desejadas, pois para qualquer y € B. obtemos

(fog)(y) = flgy) = fla) =y =1y
18. Pelo Exercicio anterior temos que

{71 () bnen = {20 = 1. 2n}pen
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L. Primeiro note que dados r.y € A,
TRy < f(2) = fly) @ y=(f"of)(x).

Portanto.

(r.y) € ReaRyey=(f"0/lr)
o (ny)e(flof). ¥V (zyeAxA,

ou seja. R = f~' = f. Suponhamos que fof=f, entao

y € T=f2)=f@)=f2)=(foh)y)=I(FW)
= r=(fToNHfW)

= fly €z

Reciprocamente. dado z € A, obtemos

r e = flayex= (o))
= (fof)(x)=f(a)

Portanto. fo f = f.

. Pondo R = (),-; R:. Para quaisquer z.y.z € A, obtemos rR;r, para
todo i € I. Logo. rRx. Se (z.y) € R, entao xRy, para todo i € I.
Como yR;r. para todo i € I, temos que (y.r) € R, ou seja, se Ry,
entdo yRz. Finalmente, se (z.y) €Re (y.2) € R, entdo zR;y e yRiz,
para todo i € I. Assim, zR;2, para todo i € [. Portanto, TRz, isto &,

R é uma relagdo de equivaléncia sobre 4.

_ Para quaisquer X.Y.Z € P(B). E claro que XRX e se XRY', entao
YV RX. Finalmente, se XRY e YRZ. entao

Partanta YR 7 icta é R 4 nma relacan de armivalancia enhre DI R)
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Para qualquer a € A fixado. a funcao f, : B — B, definida como
fa(y) = (a.y), em que

B, ={(a,y) :y € B} = {a} x B,
¢ claramente bijetora. Assim, pelo axioma ZFy, B, é um conjunto, para

todo a € A. Como
AxB=|]JB.

acA
temos, pelo axioma ZFs, que A x B € um conjunto. O conjunto B,
chama-se faiza vertical.

Sejam A e B conjuntos. Entao, pelo Exercicio anterior, A x B é um
conjunto. Assim, pelo axioma ZFs, P(A x B) € um conjunto. Como B4

& um subconjunto de P(A x B) temos, pelo axioma ZF}, que B4 é um
conjunto.

Vamos provar apenas o item (a). Para qualquer f € A€ U B¢, obtemos
f e AC ou f € B, ou seja. f € uma fungdo de C em A ou f & uma
funcdo de C' em B. Como A C AUB e B C AUB temos, pelo Corolério
3.53, que f é uma funcéo de C em AUB Logo, f € (AU B)®. Portanto,

A UB€ C (AUB)°.
E facil verificar que R é uma relacao de equivaléncia sobre A e que
i) ={zeA:b=f(x)} #0. VbeB,

pois B = Im(f). Assim, se b € Im(f), entdo existe z € A tal que
b= f(x). Logo,

F71®)

fHf(x)
{fyeA: f(x)=f(y)}
= {yeA: Ry} =T.

Portanto, as classes de equivaléncias sio as imagens inversas de f. Neste

caso, {f~1(b)}sep € uma particio de A e o subconjunto f~!(b) chama-se
fihrn enhre n elementn h & Tm( )
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. Como B; # 0. para todo j € J. e f & sobrejetora temos que
By = {w < A f(e) € By} # 0,

e iiins o = 7 @ende #=1(R.) © A para todo j € .J. obtemos
JrB)c A
jeJ

For outro lado. para qualquer 7 € A, temos, pelo item (5) do Exercicio

1. que

flx) € fA)=B=JB

jeJ
= I':'f_l UB]) = Uf_l(Bj)'

ou seja.
ACJrusy.
jed

Finalmente. se

T € BN f7(By).
entao

f(z) € B; e f(x) € B,.
LOgO, Bj = Bk. lStO é, f_l(Bj) = f_l(Bk). Portanto, {f_l(Bj)}jeJ é
uma particao de A.

Veja a prova do Exercicio anterior.

Sejam A e B conjuntos. Entao. pelo axioma ZF;. AU B é um conjunto.
E fécil verificar que a fungdo f: AU B — {A. B} definida como
A sereA-BeA¢ZB
) B, sex¢ A-Be A¢ZB
f(x) = B, screB—-—Ae ACDB
A seré¢B-Ae ACB

5 snhreietara Partantn nala aviamae 70 (4 DY 2
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é uma fungéo tal que f(i) € B;. para todo i € I. Como B; C A, temos
que f(i) € A;. para todo 7 € I. Portanto,

fe H.—l,. ou seja. HBi C HAi'

iel icl iel

. Para qualquer z € A, existem i € [ e j € J tais que x € A, e x € B;.

Logo. existe (i.j) € I x J tal que = € A; N B}, ou seja,
T e U (,4,‘ N BJ)
(i.5)elIxJ
Portanto.
Ac | AnBy.

(i.j)elxJ

. Primeiro note que uma familia {A,}:c; de subconjuntos nao vazios de A

¢ uma particao de A se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

A=A e[AnA =0ou =4,V i,j €1l
el
Agora. como A; # 0, para todo 7 € I.e B; # 0, para todo j € J, temos
que A; x B; # 0. para todo (i.j) € I x J. Pelo item (d) do Exercicio 10

da Segao 2.3. obtemos

AxB = (UA,)X UB])
il jeJ
= |J xB).
(ig)elxJ

Finalmente, se
(Iy) S (:11' X B]) N (.Ak X Bl)e
entao
(z.y) € (A; x BJ-) e (z.y) € (Ar x B)).

Logo. r € A;N Ax ey € B; N By, ou seja, A; x B; = A N B;. Portanto,
a familia

{Ai x Bj}(i.j)e]x]

A nma nartican de A ¥ R
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. Note que
P(P0) = P({0}) ={0.{0}} e
PPP0) = {0.{0}.{{0}}.{0.{0}}}.
SECAO 2.4

L. Vamos provar apenas o item (d). Como

(C:cC Yiel
i€l

temos que
f (ﬂcl) < f(Cy), YViE I.
icl

Portanto.

f(ga)gﬂﬂay

el
Como f é injetora temos que f = i o g, em que i : f(A) — B é a fungao
inclusdo e g : A — f(A) é uma funcdo bijetora. Seja h a inversa de
g. Entao f(X) = h™}(X), para todo X C A. Portanto, pelo item (b),

obtemos
f (an’) ht (m&)
icl icl
(h(C)
1=

() £(Co).
=34

. Note que se
re]ls.-
el

entao

f:]—»UBI-
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11. Vamos provar apenas o item (d).

Vo (z,y) [(z.y) € (UA,> x UB])
jeJ

il
& xEUAZ- e yeUBj
iel jed
& Jigeltalquer € Ay ed jo € Jtal quey € B,
& 3 (ig. jo) € I x J tal que (z,y) € 4;, x By,
s @ye U AxB)

(ig)elxJ

12. Vamos provar apenas o item (a).

VXX e UP(A1)=>3 i €1 tal que X € P(4;)
i€l
= Jiel talque X C A

= xclJAa=xeP (UAl)].

i€l el
Note que se A; = {1} e Ay = {a.b}. entdo P(4;) UP(A2) C P(A U A).
13. Vamos provar apenas o item (c).

VXX € PANPB) =XecP(4)e X € P(B)
= XCAeXCB
= XCANB=10.

o que é impossivel. Portanto, P(A) N P(B) = (). Reciprocamente,

Vz[r € ANB=>rcAereB
= {z}CAe{z}CB
= {2} CPA)NPB) =10,

n eme # imnnssivel. Portanto. AN B = (.




. FUNCOES 75

6. Note que A— B = ANB' C A. Portanto. pelo axioma ZFy, A— B é um
conjunto.

7. Vamos provar apenas o item (a).
Vrlr € |[JA=3icl talque z € 4
il
= r€B].

pois A; C B. para todo i € I. Portanto. Uies 4i C B.

8. Pelo item (a) e o item (b) do Exercicio anterior, obtemos

X C ﬂA,-.

el

anA,‘.

iel

Por outro lado. pondo

temos, pelo item (3) do Teorema 2.3, que
YCA. Viel

Assim, pelo item (b), obtemos Y C X. Portanto,

X =NA.

icl
. Confira o Exercico 1 da Secao 2.2.

. Vamos provar apemas o item (b).

Vo = (ﬂAi)'@m QE!

¥ i€l i€l

3 = 3Jiel talque r ¢ A4

A = J4€el talque r €4

i€l
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SECAO 2.3

1. Basta observar a relagao entre elemento e conjunto.
2. Vamos provar apenas o item (e).

V(z.y) [(z.y) € (BxA)N(CxA)
= (z.y)€BxAe (z.y)eCx A
= ycAdeydAd

0 que ¢ impossivel. Portanto, (B x A) N (C x A') = 0.
3. Vamos provar apenas o item (b).

V(z.y) [(z.y) € HoG=13 2 talque (z,2)€G e (2,9) € H
= (r.2)€AxBe(z,yy e BxC
= r€AdeyecC
= (z.y) e AxC].

Portanto, Ho G C A x C.
4. Vamos provar apenas o item (a).

vV (z,y) (z,y) € Glpe(r.yyeGexeB
< (1.y) €G e (2.y) € B x Im(G)
< (z.y) € GN (B x Im(Q))).

Portanto. G|p = G N (B x Im(Q)).

5. Note que

Viz.y) [(z.y) € G'=(yz)eq
= (y.7) € Im(G) x Dom(G)].

Assim, G™! C Im(G) x Dom(G). Portanto, pelo axioma ZFy, G-! é um
conjunto,

T — i



FUNCOES 7

Vamos provar apenas o item (a).

Vrr € AUB&rcAouzeB
& z€Aouxe(B-4)
& reAU(B-A).

Portanto. 4 _ B =AU (B - A). Note que
Trr € AnN(B—A)=rc€AezeB-A
= r€Aex¢A
o que é impossivel. Portanto, AN (B — A) = 0.

Vamos provar apenas os itens (f) e (g): (f) Pelos itens (6), (7) e (8) do
Teorema 2.3. obtemos

(A+B) = [(AnB)u(A'nB)
= (ANnB)Nn(AnBYy
= (@uB)NAUB)
= (ANB)uA' N B).

(9) Novamente. Delos itens (7) (8) do Teorema 2.3 ¢ o item (f), obtemos

A+(B+C)

Il

(AN(B+C))u(A'n(B+C))
(ANn[(BnC)u(B'nCY)
UA'N[(BNC)U (B NO)))
= (ANBNC)U(ANB'NC)
u(A'anC’)u(A’mB’nC).

Il

/OImo esta epreSSétO € siumetrica em Iela.(;ao “l. B e (: 1611108, elo ltelrl
t)’ ql.ls p I

A+(B+C’)=C+(A+B)=(A+B)+C.
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29. Seja f : A — A uma funcdo injetora tal que f(A) # A. Tomando
€ A— f(A), mostre que z, f(z). f(f(r))....sdo distintos aos pares.

30. Seja f: A — A uma funcao injetora. com A um conjunto finito. Mostre
que f é sobrejetora.

RESPOSTAS E/OU SOLUCOES
SECAO 2.2

1. Pelo item (a), obtemos AU B C X. Por outro lado, pondo Y = AU B,
temos, pelo item (2) do Teorema 2.3. que A CY e B C Y. Assim, pelo
item (b), obtemos X CY = AU B. Portanto, X = AU B.

2. Sejam A, B subconjuntos de [ e X um subconjunto de U com as
seguintes propriedades:
(a) XCAeXCB.
(b) SeYC AeY CB,entaoY C X.paratodo Y C U.

Mostre que X = AN B. Agora. faca a prova.

3. Vamos provar apenas o item (a).

@ NoEre— 3
Vrzr € AUC=rcAouzelC

= r€BoureD=zrecBUD
Portanto, (AU C) C (BU D).

4. Vamos provar apenas o item (j).

Vrlr € AN(B-C)ezrcAerc(B-C)
& r€AerxcBexg¢C
& reAnNBergé AnC

& r€(ANB)-(CnA).

Portanta. AN(B=CY=(ANB)—=(C'N A).



